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Leitidee:

Die Inversion am Kreis stellt eine niitzliche und faszinierende Erweiterung der bekann-
ten Konstruktionen dar. Sie ermdoglicht es auch schwierige Probleme in der Geometrie
zu losen. Mit Hilfe des Leitprogramms kénnen die SuS im Sinne der konstruktivistischen
Lerntheorie das Wissen selbst aufbauen. Die Motivation kommt dabei aus dem Apolloni-
usproblem.

Dispositionsziel:

Geometrische Probleme mit Kreisen und Geraden gehen die SuS mit einem neuen Werk-
zeug an. Sie konnen mit GeoGebra Webapplets umgehen und wissen um die Vorteile
dynamischer Geometriesoftware. Sie hinterfragen Behauptungen kritisch und kennen ei-
nige Methoden um sie zu beweisen.

Operationalisierte Lernziele:

Die SuS kénnen die Inversion am Einheitskreis von Hand ausfithren und auf Probleme
(wie Apollonius) anwenden. Sie konnen eine Winkeljagd durchfithren, wenden also auf un-
terschiedliche Arten verschiedene Winkelsitze an. Sie konnen die gelernten Uberlegungen
in eigenen Worten weitergeben.
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Einfiihrung

Das Apolloniusproblem ist ein erstaunlich einfaches
Problem, das vor diber 2200 Jahren von Apollonios von
Perge untersucht wurde.

Doch erst eine Idee aus dem 19. Jahrhundert ermdéglichte
eine einfache und elegante Lisung.

Das vorliegende Leitprogramm bietet einen Einstieg in das Thema Inversion am Kreis. Als
erstes betrachten wir das Problem des Apollonius, ein altes Problem in der Geometrie, das
lange Zeit nur auf komplizierte Art und Weise gelost werden konnte. Mit der Einfithrung
in die Inversion lernen Sie ein einfaches und niitzliches Werkzeug kennen, mitdem das
Problem elegant gelost werden kann.

Bevor es jedoch soweit ist, werden in Kapitel 2 die wichtigsten Eigenschaften der Inverion
behandelt, die wir dann bei der Losung des Problems in Kapitel 3 gebrauchen werden.

Das Leitprogramm beinhaltet drei verschiedene Typen von Aufgaben. Zu jeder Aufgabe

finden Sie am Schluss des Leitprogramms die zugehorige Losung.

Konstruktions-Aufgaben: Sie festigen das Gelernte, indem Sie einfachere Konstruktio-
nen mit Zirkel und Lineal bewaltigen.

Beweis-Aufgaben: Mithilfe von Tipps beweisen Sie Aussagen, die im Verlauf des Leit-
programmes auftauchen.



KAPITEL 1: EINFUHRUNG

GeoGebra-Aufgaben: GeoGebra ist eine dynamische Geometrie-Software. Das heisst,
wir konnen bei einer Skizze die freien Punkte verschieben, wobei sich die Skizze dynamisch
anpasst. Jede der GeoGebra-Aufgaben ist von einem Webapplet begleitet [Barll]; Sie
konnen also die Aufgaben mithilfe von GeoGebra losen, ohne dass Sie das Programm
installieren miissen. Alles was Sie brauchen, ist ein Webbrowser und eine aktuelle Java-
Version.

1.1 Das Problem des Apollonius

Apollonios von Perge, der im 2. Jahrhundert v.Chr. lebte, behandelte in seinem leider
verlorengegangenen Buch “Epaphai” das folgende Problem:

Definition (Problem des Apollonius) Finde zu drei gegebenen Kreisen ¢, ¢o, c3
einen weiteren Kreis k, der diese drei Kreise bertihrt.

Dieses Problem ist gar nicht so einfach zu l6sen. Als erstes sollten wir uns Gedanken
dazu machen, wie eine Losung denn aussehen kann. Gibt es vielleicht mehrere Losungen?
Erst wenn wir diese Fragen beantwortet haben, konnen wir uns der Konstruktion eines
Losungskreises zuwenden.

Es stellt sich heraus, dass wir im allgemeinen Fall bis zu acht mogliche Losungen haben
konnen! In Abbildung 1.1 (Quelle: [Mel08]) sehen wir drei Kreise, zu denen in der Tat
acht Losungskreise existieren. Dennoch gibt es auch Félle, in denen gar kein Losungskreis
konstruiert werden kann (Abbildung 1.2).

Abbildung 1.1: Acht Loésungskreise Abbildung 1.2: Keine Losungskreise

Falle ohne Losung lassen wir jedoch ausser Acht und wollen uns auf die anderen Félle
konzentrieren. Gegen Ende dieses Leitprogramms werden Sie eine Konstruktion kennen-
lernen, die zwei der acht Losungskreise auf einen Schlag findet:

e cinen Losungskreis, der alle drei Kreise ¢y, ¢o, c3 von aussen beriihrt, und

e cinen Losungskreis, der alle drei Kreise ¢y, ¢o, c3 in seinem Innern enthalt.



1.2 Inkreis und Ankreis

1.2 Inkreis und Ankreis

Um neue Erkenntnisse zu gewinnen, versucht man in der Mathematik oft, eine Fragestel-
lung zu verallgemeinern. Dadurch ergibt sich erst mal ein abstrakteres und damit vielleicht
auch komplizierteres Verstandnis des Themas. Mit dieser abstrakten Sicht kdnnen wir ein
Problem dann jedoch aus einem anderen Blickwinkel betrachten, um so weitere Erkennt-
nisse zu gewinnen. Dies wollen wir auch im Folgenden tun. Deshalb iiberlegen wir uns
zuerst, ob wir Probleme analog zum Apollonius-Problem bereits kennen.

Bestimmt kennen Sie die Konstruktion des Inkreises und der Ankreise an ein Dreieck.
Das zugrunde liegende Problem lautet:

Finde zu drei gegebenen Geraden g1, go, g3 einen Kreis k, der diese drei Geraden beriihrt.
Auch dieses Problem besitzt mehrere Losungen (ndmlich vier), exemplarisch sind in Ab-
bildung 1.3 der Inkreis und einer der Ankreise aufgefiihrt:

Abbildung 1.3: Inkreis und Ankreis

Wir behaupten nun Folgendes: Geraden und Kreise sind gar nicht so unterschiedliche
Dinge.

Aufgabe 1.1 Uberzeugen Sie sich, dass wir Punkte und Geraden als eine Art Kreise
auffassen konnen. Dazu betrachten wir einen Kreis und “halten diesen auf der
linken Seite fest”. Den Abstand des Mittelpunktes, dass heisst den Radius, konnen
wir hingegen andern und somit anschauen, was aus dem Kreis wird, wenn wir
seinen Radius gegen 0 und gegen oo gehen lassen.

Wir sagen also:
- eine Gerade ist ein Kreis mit Radius ......
- eine Punkt ist ein Kreis mit Radius ......

Damit konnen wir nun anstatt nur Kreise zu betrachten, auch Punkte und Geraden in
unsere Uberlegungen einbeziehen. Da diese ja ebenfalls eine Art Kreis darstellen, sprechen
wir dann von allgemeinen Kreisen. Auch das Apollonius-Problem erweitert sich dadurch
auf allgemeine Kreise. Beispielsweise ist die Konstruktion des Inkreises ein Apollonius-
problem, nédmlich das Problem eines Kreises, der drei Geraden, also allgemeine Kreise
beriihren soll.
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Bei der Konstruktion des Inkreises und der Ankreise benétigen wir die Winkelhalbieren-
den. Winkelhalbierende sind Geraden, also ebenfalls allgemeine Kreise. Ausserdem hat
die Winkelhalbierende eine wichtige Rolle: sie spiegelt den Beriithrpunkt des Inkreises mit
der einen Geraden auf den Bertihrpunkt des Inkreises mit der anderen Geraden (siehe
Abbildung 1.3).

Wir mochten deshalb eine Art “Spiegelung” an allgemeinen Kreisen finden und nicht etwa
“nur” an Geraden. Dies ist tatsachlich moglich!

Aufgabe 1.2 Versuchen Sie ein Gefiihl dafiir zu kriegen, wie die Spiegelung an allgemei-
nen Kreisen aussieht.

Die Spiegelung am Kreis existiert also tatséchlich. Anstatt von Spiegelung am Kreis
spricht man in der Regel von Inversion am Kreis. Wir brauchen nun eine geeignete Defi-
nition der Inversion. Diese soll es uns ermoglichen, weitere Gedanken und Betrachtungen
zur Inversion anzustellen.

1.3 Inversion am Kreis

Wir definieren die Inversion nicht fiir allgemeine Kreise, sondern nur fiir den gewohnlichen
Kreis. Dies macht auch Sinn, da wir ja bereits wissen, wie eine Spiegelung an einer
Geraden definiert ist.

Definition (Inversion eines Punktes) Der zum Punkt P beziiglich eines Kreises
k(O,r) inverse Punkt P’ ist definiert als derjenige Punkt auf der Geraden OP,
e der auf derselben Seite von O liegt wie P und
e der Bedingung |OP| - |OP'| = r? geniigt.
k(O,r) wird Inversionskreis genannt, die Konstruktionsmethode Inversion.
Wenn wir die Definition genau anschauen, fallen uns sofort einige Eigenschaften der
Inversion auf.

Aufgabe 1.3 Formulieren Sie die mathematischen Aussagen tiber inverse Punkte auf der
linken Seite der Tabelle in Worte um.*

Aussage Formulierung in Worten
|OP|-|OP'| = r? Ist P' der inverse Punkt zu P, so ist auch P der
= |OP'| - |OP| =1 inverse Punkt zu P’.

|OP| <r = |OP'| >r
|OP| >r = |OP'| <r
|OP|=r= |OP'|=r




1.4 Konstruktion des inversen Punktes

Die Definition der Inversion weist fast jedem Punkt in der Ebene ein eindeutiges Inverses
zu. Finzige Ausnahme ist der Mittelpunkt des Inversionskreises: O. Wir haben aber fol-
gendes beobachtet: je naher P zum Kreismittelpunkt O liegt, desto weiter muss P’ von
O entfernt sein. Wollen wir konsequent sein, dann miissten wir sagen, dass ein inverser
Punkt O’ sehr sehr weit entfernt von O sein muss. Wir definieren deshalb

Definition (Inversion von O) Der Punkt O wird unter Inversion am Kreis k(O,r)
auf einen unendlich fernen Punkt, genannt oo abgebildet. Wir erweitern also die uns
bekannte Ebene um einen Punkt oo.

Bemerkungen:

e Der Punkt oo wird unter Inversion am Kreis k£(O,r) auf O abgebildet.
e Wir legen fest: jede Gerade g verlauft auch durch den Punkt oo.

e Festlegungen wie die Inversion von O oder dass alle Geraden durch oo verlaufen
sollen, nennt man in der Mathematik Konventionen.

1.4 Konstruktion des inversen Punktes

Ein zu P inverser Punkt P’ kann relativ einfach mit Zirkel und Lineal konstruiert wer-
den. Dabei haben wir zwei Moglichkeiten. Beide sind etwa gleichwertig, die eine eignet
sich jedoch besser, falls P im Innern des Inversionskreises k(O,r) liegt, die andere, falls
P ausserhalb von k liegt. Dennoch koénnen wir prinzipiell immer beide Konstruktionen
verwenden, egal wo P liegt.

P im Innern von k

Sei k ein Kreis mit Radius 7 um O. Der Punkt P liege in seinem Innern (Abbildung 1.4).

Dann konstruieren wir P’ wie folgt:

Als erstes zeichnen wir eine Gerade g durch O und P, da P’ ebenfalls auf g zu liegen
kommen muss. Als néchstes zeichen wir eine Senkrechte zu g durch P und erhalten als
Schnittpunkt mit £ den Punkt A. Nun legen wir eine Tangente ¢t an den Kreis k& durch
den Punkt A. Der Schnittpunkt von ¢ und ¢ ist der gesuchte inverse Punkt P’.

Beweis Aufgrund der Konstruktion gilt <APO = 90° = <OAP’. Sei <OAP = «. Dann
ist <PAP" = 90° — o und somit <AP'O = <AP'P = .
Die Dreiecke AOPA und AOAP' sind also ahnlich und es gilt

IOP| _|OP| |OA]  r
r |OA]  |OP|  |OP|
und somit |[OP| - |OP'| = r?.

!Tabelle aus [Kun03].
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Abbildung 1.4: Konstruktion fiir ein P innerhalb von k

Da O, P und P’ auf einer Geraden liegen, folgt sofort dass P’ der zu P inverse Punkt
ist. ]

P ausserhalb von k&

Aufgabe 1.4 Versuchen Sie, die kennengelernte Konstruktion fiir einen Punkt P ausser-
halb des Kreises k durchzufiihren.

Sie kennen also nach Aufgabe 1.4 bereits alle Konstruktionen, die Sie brauchen, um eine
Inversion durchzufiihren. Dennoch wollen wir - wie vorher bereits angedeutet - noch eine
einfachere Konstruktion fiir den Fall P ausserhalb von k kennenlernen.

Die Konstruktion im Fall P ausserhalb von k£ war vor allem deshalb komplizierter als
im Fall P innerhalb von k, weil wir zuerst den Thaleskreis iber OP und dazu dessen
Mittelpunkt M konstruieren miissen. Dies wollen wir vereinfachen, indem wir nur noch
Kreise verwenden, die als Mittelpunkt bereits bekannte oder konstruierte Punkte haben.

Aufgabe 1.5 Konstruieren Sie zu P ausserhalb von k einen inversen Punkt P’, indem
Sie zuerst einen Punkt B auf k£ und danach einen Punkt P’ auf O P konstruieren,
sodass gilt:

lOP| |OP| |OB| r
r |OB| |OP|  |OP|
Wir wollen dabei wiederum dhnliche Dreiecke verwenden. Beweisen Sie, weshalb
der konstruierte Punkt P’ auch wirklich der gesuchte inverse Punkt ist.

Tipp: Wenn Sie einen Kreis um P mit Radius OP konstruieren, so ist fiir jeden
Punkt B; auf diesem Kreis das Dreieck AOPB; ein gleichschenkliges Dreieck
mit Spitze P.

Im néchsten Kapitel werden wir gleich wichtige und verbliiffende Eigenschaften der In-
version kennenlernen.



Eigenschaften der Inversion

Wir werden nun einige Eigenschaften der Inversion
kennenlernen. Dabei werden wir insbesondere untersuchen,
wie sich geometrische Objekte wie Geraden, Kreise und
Winkel verhalten, wenn wir ithre Punkte invertieren.

Dies wird uns helfen, dass Apolloniusproblem mithilfe der
Inversion zu vereinfachen und danach zu lésen.

Genau gleich wie die Spiegelung an einer Geraden ist auch die Inversion am Kreis eine
Abbildung. Das heisst, die Inversion ordnet jedem Punkt genau einen anderen Punkt zu,
namlich sein Inverses. Einen zugeordneten Punkt nennt man auch Bildpunkt. Wie bei der
Spiegelung kénnen wir nicht nur einzelne Punkte invertieren, sondern gleich eine ganze
Figur (eine Figur ist ja eine Menge von Punkten). Die Menge aller Bildpunkte nennen
wir dann das Bild.

Dementsprechend konnen wir der urspringlichen Figur auch einen Namen geben: Urbild.
In diesem Kapitel geht es darum, zu analysieren, was mit verschiedenen Urbildern pas-
siert, wenn wir sie invertieren. Wir werden beispielsweise Kreise oder Dreiecke betrachten.
Die Figuren, die wir anschauen werden, haben eines gemeinsam: sie sind wegzusammen-
hdingend.
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Wir nennen ein Figur oder ein Gebiet wie in Ab-
bildung 2.1 wegzusammenhéangend, wenn fiir zwei
beliebige Punkte A, B der Figur immer ein Weg
zwischen den Punkten A und B existiert, den zum
Beispiel eine Ameise? ablaufen konnte.

Ein Weg darf keine Liicken aufweisen. Wenn man
ihn einzeichnet, so muss man dies ohne Absetzen

Abbildung 2.1: Ein wegzusammen- des Stiftes tun kénnen.

héngendes Vieleck

Bemerkung: Achtung! Der Begriff Weg ist hier nur erkléart, dies ist jedoch keine Defini-
tion im mathematischen Sinne des Wortes.

In Abbildung 2.2 kénnen wir sehr gut sehen, wie denn das Bild eines wegzusammenhan-
genden Gebietes aussieht. Der Rand der Gebietes (Urbild in rot) wird auf den Rand eines
Gebietes (Bild in griin) abgebildet wird. Genau gleich verhélt es sich mit dem Innern der
Figur. Wir koénnen also sagen, dass ein wegzusammenhéngendes Gebiet durch Inversion
wieder auf ein wegzusammenhéngendes Gebiet abgebildet wird.

Abbildung 2.2: Ein wegzusammenhéngendes Gebiet
bleibt wegzusammenhéngend

Obwohl Bild und Urbild nicht mehr gleich aussehen, teilen sie also doch gewisse Ei-
genschaften. Wir wollen im Folgenden einige geometrische Figuren untersuchen und die
Eigenschaften ihrer Bilder notieren. Konkret werden wir uns mit Geraden, Kreisen, Drei-
ecken und schliesslich Winkel beschéftigen.

Nachdem wir die Inversion auf diese Art und Weise besser kennengelernt haben, kénnen
wir uns dann im néchsten Kapitel wieder dem Apolloniusproblem zuwenden. Was Sie
in der Zwischenzeit tiber die Inversion lernen, wird Thnen helfen, das Apolloniusproblem
elegant zu l6sen.

’Die im Bild auftauchende Ameise stammt von [O1i03]



2.1 Geraden

2.1 Geraden

Aufgabe 2.1 Wie sieht das Bild einer Geraden unter der Inversion am Kreis um O mit
Radius r aus? Verschieben Sie dazu den Punkt P auf der Geraden und analysieren
Sie die Bahn des inversen Punktes P'.

Urbild: Eine Gerade, die Bild

a | den Inversionskreis nicht schneidet
b | den Inversionskreis schneidet

¢ | durch den Mittelpunkt O verlauft

Tabelle 2.1: Bild einer Geraden

2.2 Kreise

Aufgabe 2.2 Wie sieht das Bild eines Kreises unter der Inversion am Kreis um O mit
Radius r aus?

Urbild: Ein Kreis der Bild

a | durch den Mittelpunkt O verlauft
b | nicht durch den Mittelpunkt O verlauft

¢ | senkrecht zum Inversionskreis steht

Tabelle 2.2: Bild eines Kreises

Bemerkung: Achtung! Wenn ein Kreis unter Inversion auf einen Kreis abgebildet wird,
so heisst dies nicht, dass auch sein Mittelpunkt auf den Mittelpunkt des Bildkreises
abgebildet wird.

2.3 Allgemeine Kreise

Wenn unsere Beobachtungen stimmen, dann werden allgemeine Kreise auf allgemeine
Kreise abgebildet! Es wéare aber doch etwas voreilig, dies einfach aufgrund eines Webapp-
lets zu behaupten. Deshalb mdchten wir diese Aussage beweisen. Exemplarisch zeigen wir
einfach einen der vielen Falle:
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Lemma 2.1 (Gerade — Kreis)

Eine Gerade g, die nicht durch den Punkt O verlauft, wird durch Inversion am Kreis
k(O,r) auf einen Kreis abgebildet, der O enthélt.

Bemerkung: g verlauft durch den Punkt co. Wir wissen also bereits, dass ein Punkt der
Geraden, namlich oo, auf O abgebildet wird.

Beweis Als erstes zeichen wir eine Senkrechte zu g durch O. Als Schnittpunkt mit ¢

10

erhalten wir einen Punkt P. Da P derjenige Punkt auf g ist, der den kleinsten Abstand
zu O hat, muss P’ derjenige Punkt des Bildes sein, der maximalen Abstand zu O hat.

Wenn das Bild also ein Kreis sein soll, der ausserdem durch O und P’ gehen muss,
dann muss es der Thaleskreis tiber OP’ sein (weil alle anderen Punkte des Kreises
ndher zu O liegen als P’, muss OP’ der Durchmesser des Kreises sein). Um zu zeigen,
dass das Bild der Geraden der Thaleskreis tiber OP’ ist, miissen wir fiir jeden Punkt
Q) € g beweisen, dass <OQ'P’ = 90°.

Abbildung 2.3: Eine Gerade wird auf einen Kreis abgebildet

Dies konnen wir erreichen, indem wir zeigen, dass die Dreiecke AOPQ und AOQ'P’
dhnlich sind. Spiegeln wir also einmal ) an k£ und ziehen die Gerade durch O, Q) und
@'. Dann haben die Dreiecke AOPQ und AOQ' P’ bereits einen gemeinsamen Winkel
a.

Ausserdem gilt:
10Q|-10Q'| = r* = |OP| - |OP/|

0Q| _ |oP|
0P| = 10Q|

und somit

Aus den gleichen Streckenverhéltnissen und dem gemeinsamen Winkel « folgt, dass die
Dreicke dhnlich sind und damit <OQ’'P" = <OPQ = 90°, unabhingig vom gewéhlten



2.4 Dreiecke

Punkt @ auf g. Das Bild der Inversion der Geraden g ist deshalb der Thaleskreis iiber
OP'. [

Aufgabe 2.3 Beweise als Ubung die dhnliche Aussage:
FEin Kreis ¢, der den Mittelpunkt O enthalt, wird durch Inversion am Kreis k(O, )
auf eine Gerade g abgebildet, die nicht durch O verlduft.

Tipp: Versuchen Sie den vorhergehenden Beweis “umzukehren”.

Aufgabe 2.4 Repetition Verbinden Sie diejenigen allgemeinen Kreise, die durch Inver-
sion aufeinander abgebildet werden kénnen:?

eine Gerade g durch O ein zum Inversionskreis k recht-
winkliger Kreis ¢ mit O ¢ ¢

eine Gerade g mit O ¢ ¢ ein Kreis d mit O ¢ ¢
ein Kreis ¢ mit O ¢ ¢ eine Gerade g durch O
ein zum Inversionskreis k recht- ein Kreis ¢ durch O

winkliger Kreis ¢ mit O ¢ ¢

2.4 Dreiecke

Reminder: Machen Sie sich nochmals bewusst, was das Bild einer Geraden ist, wenn
wir Inversion anwenden. Versuchen Sie damit, die folgende Aufgabe zu 16sen:

Aufgabe 2.5
a) Konstruieren Sie das Bild eines Dreieckes AABC unter Inversion an einem
Kreis k(O,r) (fir O ¢ AABC). Wie sehen die Bilder der Seiten aus? Gibt es
verschiedene Moglichkeiten?

b) Was geschieht mit dem Umlaufsinn unter Inversion?

2.5 Winkel

Bei der letzten Eigenschaft der Inversion, die wir betrachten wollen, geht es um Winkel.
Die Inversion kann Figuren wie Strecken, Kreise, Dreiecke, ... ganz schon verformen. Aber
wie sieht es denn bei den Winkeln aus?

Bevor wir dies untersuchen konnen, miissen wir zuerst festlegen, was denn ein Winkel
ist. Fiir zwei Geraden ist dies klar. Deshalb verwenden wir dies, um beliebige Winkel zu
definieren:

3Das zur Aufgabe gehérende Applet findet sich auf [Kunl1].
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Definition (Winkel zwischen glatten Kurven) Eine glatte Kurve ist eine Kurve,
die weder Liicken noch spitze Ecken oder abrupte Wendungen besitzt. Glatte Kurven
haben an jedem Punkt eine eindeutig definierte Tangente. Der Winkel zwischen zwei
glatten Kurven ist definiert als der Winkel zwischen den Tangenten der Kurven am
Schnittpunkt.

Aufgabe 2.6
a) Betrachten Sie die Punkte A, B,C sowie ihre Inversen A’, B’ und C’. Ver-
gleichen Sie die Winkel <BAC und <C’A’B’. Was fallt Thnen auf? Vergleichen
Sie die Aufgabe mit Threr Konstruktion aus Aufgabe 2.5. Wie kénnte man also
invertierte Winkel messen?

b) Bleiben Winkel im Dreieck unter Inversion erhalten? Vergleichen Sie ihre
Vermutung mit der GeoGebra-Losung.

Wir wollen unsere Vermutung aus der Aufgabe 2.6 b) nun auch beweisen. Anstatt den
Winkel zwischen zwei beliebigen Geraden h und j anzuschauen, beschranken wir uns
darauf, den Winkel zwischen einer Geraden g durch O und einer beliebigen Geraden h zu
betrachten. Dies ist einfacher, da g unter Inversion auf sich selbst abgebildet wird, also
g = ¢'. Es gentigt aber auch, dies zu zeigen, da wir jeden Winkel zwischen zwei beliebigen
Geraden entweder als Summe oder als Differenz (Abbildung 2.4) zweier Winkel an einer
Gerade g durch O schreiben kénnen.

Als Summe: <(h, 7) = <t(h, g) + <(g,J)
Als Differenz: <t(h, j) = <t(h,g) — <t(g,7)-

Abbildung 2.4: Ein Winkel als Differenz zweier spezieller Winkel

12



2.5 Winkel

Aufgabe 2.7 Beweisen Sie, dass der Winkel zwischen g und h aus Abbildung 2.5 unter
Inversion gleich gross bleibt, das heisst zeigen Sie

a=<(g,h)=<(W,g)
respektive o = <(tp,g) =

Abbildung 2.5: Zeigen Sie, dass der Winkel zwischen g und h
unter Inversion gleich bleibt.

Aufgabe 2.8 Betrachten Sie im GeoGebra Applet die beiden Kurven und ihren Schnitt-
winkel. Uberlegen Sie sich, wie Sie den dazu inversen Winkel konstruieren kénnten
und weshalb dieser dann gleich gross sein muss. Sie kénnen Thre Erkenntnisse aus
Aufgabe 2.6 verwenden.

Die Inversion bildet also Winkel zwischen Kurven auf gleich grosse Winkel zwischen den
Bildern der Kurven ab. Die Inversion ist deshalb eine winkeltreue Abbildung.
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Anwendung

Die kennengelernten Eigenschaften der Inversion sind sehr
hilfreich. Im Folgenden werden wir anhand aufeinander
aufbauender Konstruktionen sehen, wie wir mithilfe der
Inversion das Apolloniusproblem lésen kénnen.

Zum Schluss erhalten Sie ausserdem einen Ausblick, wie
Sie das Gelernte auch an anderen Beispielen anwenden
und vertiefen kénnen.

Wir kommen nun zuriick auf das Apolloniusproblem. Um herauszufinden, wie wir die
Inversion hilfreich einsetzen konnen, beginnen wir zuerst noch einmal bei Beispielen mit
allgemeinen Kreisen. Den einfachsten Fall haben wir bereits behandelt: Die Konstruktion
eines Kreises, der drei gegebene Geraden bertihrt.

Es scheint so, als sei die Losung des Apolloniusproblems einfacher, wenn ein paar der
allgemeinen Kreise die Form einer Geraden haben. Der nachsteinfachere Fall wéare also
ein Kreis und zwei Geraden. Wir wollen uns zuerst diesen Fall anschauen, um dann
andere schwierigere Falle darauf zu reduzieren. Wir werden sehen, dass es dabei sogar
geniigt anzunehmen, dass die beiden Geraden parallel sind. Dies vereinfacht die folgende
Aufgabe.
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3.1 Zwei parallele Geraden und ein Kreis

3.1 Zwei parallele Geraden und ein Kreis

Aufgabe 3.1 Konstruieren Sie einen Kreis Apssung, der sowohl die beiden Geraden als
auch den Kreis aus Abbildung 3.1 beriihrt.

Abbildung 3.1: Konstruieren Sie den Losungskreis

Nun kénnen wir uns gleich an einen Fall mit drei Kreisen wagen. Die Idee dabei ist, die
Inversion so geschickt zu nutzen, dass zwei der Kreise auf Geraden abgebildet werden.
Danach kénnen wir wie in Aufgabe 3.1 fortfahren, und den Loésungskreis zuriickinvertie-
ren.

3.2 Zwei Kreise, die sich beriihren und ein weiterer Kreis

Gesucht sind nun drei Kreise, die sich durch Inversion in die Situation aus Aufgabe 3.1
bringen lassen. Die beiden Geraden sind also Bilder zweier Kreise ¢; und ¢y unter Inversion
an einem Kreis k(O, r). Dartiber hinaus ist auch der Kreis aus Aufgabe 3.1 ein Bild eines
dritten Kreises ¢z unter der Inversion am selben Kreis (O, r).

Aufgabe 3.2 Die Kreise ¢; und ¢y bertihren sich im Punkt O wie in Abbildung 3.2.
Konstruieren Sie einen Inversionskreis, der
1. ¢3 auf sich selbst abbildet und
2. ¢ und ¢y auf parallele Geraden abbildet.
Konstruieren sie auch die Bilder ¢}, ¢, ¢ von ¢1, ¢2 und cs.

Tipp: Konstruieren Sie einen Inversionskreis mit Mittelpunkt O, der 1. erfiillt

(Aufgabe 2.2!) und begriinden Sie, wieso dann auch 2. gilt.

An die invertierten Kreise ¢, und ¢4 konnen wir nun wie in Aufgabe 3.1 einen Lo-
sungskreis Af s, konstruieren. Doch wie erhalten wir daraus einen Losungskreis an die
urspriinglichen Kreise ¢, ¢y und ¢37

15



KAPITEL 3: ANWENDUNG

Abbildung 3.2: Konstruieren Sie eine geeignete Inversion

Aufgabe 3.3 Konstruieren Sie die Inversion von kg, an k. Achtung: Es ist nicht
sinnvoll, den Mittelpunkt M’ von kg, zu konstruieren, da das Bild von M’
nicht der Mittelpunkt des zu ki, inversen Kreises ist.

Abbildung 3.3: Spiegeln Sie kf 5, an &

Aufgabe 3.4 Beweisen Sie, dass die Spiegelung eines Losungskreises ki, am Inver-

sionskreis k(O,r) einen Losungskreis Kpgsung an die urspriinglichen Kreise ¢y, ¢y
und c3 ergibt.

Tipp: Zeigen Sie zuerst, dass kfs,,, im Allgemeinen auf einen Kreis abgebildet
wird. Nehmen Sie dabei an, dass O € kg, und benutzen Sie Aufgabe 2.4.
Zeigen Sie dann, dass dieser Kreis ¢q,co und c3 je genau einmal schneidet, das

heisst also: beriithrt.
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3.3 Arbeitsblitter

3.3 Arbeitsblatter

Aufgabe 3.1: Arbeitsblatt
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KAPITEL 3: ANWENDUNG

Aufgabe 3.2: Arbeitsblatt
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3.3 Arbeitsblatter

Aufgabe 3.3: Arbeitsblatt
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KAPITEL 3: ANWENDUNG

3.4 Drei Kreise

Damit kénnen wir auch den allgemeinen Fall mit 3 Kreisen konstruieren. Die Konstruktion
beruht im Wesentlichen darauf, dass die Situation mit drei beliebigen Kreisen auf diejenige
aus Aufgabe 3.3 reduziert wird.

Aufgabe 3.5 Benutzen Sie das Geogebrapplet um die Konstruktion des inneren und des
dusseren Losungskreises nachzuvollziehen.* Machen Sie sich folgende Gedanken
zu jedem Schritt:

- Wie konstruiert man diesen Schritt?
- Weshalb funktioniert der Schritt?

Tipp: Zur Ubersichtlichkeit lassen sich die Kreismittelpunkte Ms, M3 verschie-
ben und auch die Radien ry,ry, 73 konnen angepasst werden. Ausserdem sind
Teile der Konstruktion ein- und ausblendbar.

3.5 Ausblick

Mit diesem Leitprogramm haben Sie zwei flir Sie neue Dinge in der Geometrie kennen-
gelernt: Auf der einen Seite kennen und beherrschen Sie nun eine neue Abbildung und
Konstruktionsart, auf der anderen Seite haben Sie auch eine Geometriesoftware kennen-
gelernt:

Inversion am Kreis

Die Inversion am Kreis erlaubt das einfache Losen verschiedener schwieriger Probleme der
Euklidschen Geometrie. Dariiber hinaus gibt es auch verschiedene andere Anwendungen
in Gebieten wie zum Beispiel der Mobiustransformation (eine Mébiustransformation f(z)
setzt sich aus verschiedenen hintereinandergeschalteten Abbildungen fy o f3 0 fo 0 fi1(2)
zusammen. Dabei ist fo die Inversion am Einheitskreis).

Dynamische Geometriesoftware, hier GeoGebra (http://www.geogebra.org)
Hauptvorteil dynamischer Geometriesoftware ist wohl der Zugmodus, der es erlaubt, freie
Punkte in einer Skizze zu verschieben, wobei die davon abhéngigen geometrischen Kon-
strukte sich dynamisch anpassen. Dies erlaubt es, mit einer einzigen Skizze im Nachhinein
auch andere Startpunkte auszuprobieren. Dartiber hinaus zeigt GeoGebra auch algebrai-
schen Definitionen der mathematischen Objekte an und kann somit auch Langen oder
Winkel messen.

Es sei Thnen herzlich empfohlen, GeoGebra zu installieren und sich damit vertraut zu
machen:
http://www.geogebra.org/cms/de/download

Eine weitere Anwendung der Inversion in Verbindung mit GeoGebra finden Sie (auf eng-
lisch) hier:®
http://www.geogebra.org/en/examples/frisbee/worksheets/pappus_chain.html

4Die Konstruktion orientiert sich an der Konstruktion aus [Ogi76].
Ein ganzes Leitprogramm dazu finden Sie unter: [pap11].
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Losungen

Losungen zu den Aufgaben.

Kapitel 1: Einfiihrung

Aufgabe 1.1: Wir sagen:

e cine Gerade ist ein Kreis mit Radius co.
e cine Punkt ist ein Kreis mit Radius 0.

Aufgabe 1.3: Wir erhalten:®

Aussage Formulierung in Worten
|OP|-|OP'| = r? Ist P" der inverse Punkt zu P, so ist auch P der
= |OP'|-|OP| = r? inverse Punkt zu P’.

|OP| <r = |OP'| >r | Ist Pim Innern des Kreises k, so ist P’ ausserhalb
von k.

|OP| >r = |OP| <r Ist P ausserhalb des Kreises k, so ist P’ im Innern
von k.

|OP| =r = |OP'| =r | Liegt P auf dem Kreis k, so auch P’.

Tabelle 4.1: Grundlegende Eigenschaften der Inversion

Gilt |OP| = r so ist insbesondere P = P’ und man nennt P einen invarianten Punkt.
Ferner gilt, je weiter P vom Kreismittelpunkt O entfernt ist, desto ndher muss P’ zu
O liegen und umgekehrt.

6Tabelle aus [Kun03].
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LOSUNGEN

Aufgabe 1.4: Sei k ein Kreis mit Radius » um O. Der Punkt P liege ausserhalb von k.

Abbildung 4.4: Konstruktion fiir ein P ausserhalb von k

Dann konstruieren wir P’ wie folgt (Abbildung 4.4):

Als erstes zeichnen wir eine Gerade g durch O und P, da P’ ebenfalls auf g zu liegen
kommen muss. Um die Tangente ¢ und den Punkt A zu erhalten, miissen wir zuerst
den Thaleskreis um M iiber OP konstruieren. Danach zeichnen wir die Senkrechte
zu g durch A. Der Schnittpunkt der Senkrechten mit g ergibt den gesuchten inversen
Punkt P’

Bemerkung: P’ ist tatsichlich der gesuchte inverse Punkt, da die genau gleichen
Bemerkungen wie im Beweis fiir P innerhalb von k gelten.

Aufgabe 1.5: Sei k ein Kreis mit Radius » um O. Der Punkt P liege ausserhalb von k.
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Abbildung 4.5: Konstruktion fiir ein P ausserhalb von k

Dann konstruieren wir P’ wie folgt (Abbildung 4.5):

Als erstes zeichnen wir eine Gerade g durch O und P, da P’ ebenfalls auf g zu liegen
kommen muss. Danach zeichnen wir einen Kreis mit Radius |OP| um P und erhalten
als Schnittpunkt mit & den Punkt B. Ein weiterer Kreis, diesmal mit Radius |OB| = r
um B, ergibt als Schnittpunkt mit g den gesuchten inversen Punkt P’.



Losungen zu Kapitel 2

Beweis Sei <POB = (. Da O und B auf einem Kreisbogen um P liegen, ist das Dreieck
O P B gleichschenklig mit Basiswinkel 8 (das heisst es gilt <POB = = <OBP). Auch
O und P’ liegen auf einem gemeinsamen Kreisbogen, ndmlich um den Mittelpunkt B.
Da <POB = = <P’OB ist auch <BP'O =  und es gilt |OB| = |P'B|.

Die Dreiecke AOBP’ und ABPO sind also dhnlich und es gilt

OP'| _|OP'| |OP'| |BO| r
r  |OB| |P'B] |OP| |OP|
und somit |OP| - |OP'| = r?.

Da O, P und P’ auf einer Geraden liegen, folgt sofort dass P’ der zu P inverse Punkt
ist. [

Kapitel 2: Eigenschaften der Inversion

Aufgabe 2.1:
Urbild: Eine Gerade, die Bild
a | den Inversionskreis nicht schneidet Ein Kreis durch O, der den In-
versionskreis nicht schneidet
b | den Inversionskreis schneidet Ein Kreis durch die Schnitt-
punkte von Gerade und Inver-
sionskreis und durch O
¢ | durch den Mittelpunkt O verlauft Dieselbe Gerade!
Aufgabe 2.2:
Urbild: Ein Kreis der Bild
a | durch den Mittelpunkt O verlauft Eine Gerade, die nicht durch

den Mittelpunkt O verlauft

b | nicht durch den Mittelpunkt O verlauft | Ein Kreis, der nicht durch den
Mittelpunkt O verlauft

¢ | senkrecht zum Inversionskreis steht Derselbe Kreis!

Aufgabe 2.3: Wir gehen fast genau gleich vor, wie beim Beweis des Lemmas:

Beweis Als erstes wéihlen wir den Punkt P auf ¢, der den grosstmoglichen Abstand von
O hat. Dann ist der dazugehorige inverse Punkt P’ derjenige Punkt des Bildes, der zu
O die kleinste Distanz aufweist. Falls das Bild eine Gerade ist, so ist es sicherlich die
Senkrechte zu OP’ durch P’. Wir wollen also beweisen, dass fiir jeden Punkt (Q auf ¢
der inverse Punkt )" auf dieser Senkrechten liegt, das heisst <@Q’P’'O = 90°.
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LOSUNGEN

Abbildung 4.6: Ein Kreis wird auf eine Gerade abgebildet

Wir wéhlen deshalb als erstes einen weiteren Punkt ) auf dem Kreis ¢ (Thaleskreis
tiber OP!) und betrachten den dazu inversen Punkt @' sowie die Gerade durch die
Punkte @, Q" und O. Es gelten folgende Gesetzméassigkeiten:

<QOP = a = <P'OQ’ (4.1)
0Q] - |0Q'| =r* =|OP| - |OP'|
_0Q'| 0P|
und somit = — 4.2
0P = 10g] 42)

Aus den Gleichungen (4.1) und (4.2) folgt, dass die Dreiecke AOQP und AOP'Q)'
ahnlich sind und damit <OP'Q’ = <OQP = 90°, unabhangig vom gewéhlten Punkt
Q@ auf ¢g. Das Bild der Inversion des Kreises ¢ ist deshalb die Senkrechte zu OP’ durch
P ]

Aufgabe 2.4: Die Inversion bildet Figuren wie folgt aufeinander ab:

eine Gerade g durch O ein zum Inversionskreis k recht-
winkliger Kreis ¢ mit O ¢ ¢

eine Gerade g mit O ¢ ¢ ein Kreis d mit O ¢ ¢
ein Kreis ¢ mit O ¢ ¢ eine Gerade g durch O
ein zum Inversionskreis k recht- ein Kreis ¢ durch O

winkliger Kreis ¢ mit O ¢ ¢

Aufgabe 2.5:
a) Als erstes konstruieren wir die zu A, B und C inversen Punkte A’, B’ und C’. Ge-
raden werden meistens auf Kreise abgebildet. Deshalb werden die Seiten des Dreiecks
nicht auf Strecken abgebildet, sondern auf Kreisbogen. Wir konstruieren also 3 Kreise:
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Losungen zu Kapitel 2

e ky: Umkreis der Punkte O, A" und B’
e ky: Umkreis der Punkte O, C’ und B’

e k3: Umkreis der Punkte O, A" und C’

Damit erhalten wir ein Kreisbogen-Dreieck (Abbildung 4.7). Liegt hingegen eine der
Dreiecksseiten auf einer Geraden durch O, so wird diese auf eine Strecke abgebildet:
(Abbildung 4.8).

Abbildung 4.7: Kreisbogendreieck Abbildung 4.8: Zweite Losung

b) Unter Inversion kehrt sich der Umlaufsinn von Figuren. Dies ist nicht unerwartet,
da ja zu O ferne Punkte auf zu O nahe Punkte abgebildet werden und umgekehrt.

Aufgabe 2.6:
a) Die beiden Winkel sind nicht gleich. Wenn wir allerdings an die Konstruktion des
Bildes eines Dreiecks zuriickdenken, so féllt uns auf, das wir ja ein Kreisbogendreieck
und kein normales Dreieck erhalten haben. Wir miissen also die Winkel zwischen den
Kreisbogen konstruieren!

b) Die Winkel zwischen den Kreisbogen erhalten wir, indem wir die Tangenten an
die Kreise legen und den Winkel zwischen den Tangenten bestimmen. Das GeoGebra-
Applet liefert also einen Hinweis, dass der so erhaltene Winkel stets gleich gross ist,
wie der Winkel im Urbild. Die Inversion bildet also Winkel im Dreieck auf gleich grosse
Winkel ab.

Aufgabe 2.7: Wir wissen, dass aufgrund der Inversion (wie in Abbildung 4.9) gilt:

|OA| - |04 =r* = |OB| - |0OB’|
|OA]  |OB'|
|OB| |04

und damit

Da ausserdem <AOB = <B'OA’ gilt, sind die Dreiecke AOAB und AOB’A’ &hnlich
und es gilt
<OB'A" = <OAB = a.
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LOSUNGEN

Abbildung 4.9: Der Winkel zwischen g und h
bleibt unter Inversion gleich: <t(g, h) = <(h/, ¢')

Aus dem Tangentenwinkelsatz (x) folgt nun sofort die Behauptung, da

B = <(tw, g) = <(tw,04") 2 <OB'A’ = a.

Aufgabe 2.8: Der Winkel zwischen zwei Kurven ist definiert als der Winkel zwischen
den Tangenten der Kurve am Schnittpunkt. Tangenten sind jedoch Geraden. Diese
Geraden werden unter Inversion auf Kreise abgebildet. Der inverse Winkel ist also der
Winkel zwischen den Kreisen. Diesen erhalten wir, indem wir wiederum die Tangenten
an die Kreise konstruieren. Aus Aufgabe 2.6 wissen wir bereits, dass der so erhaltene
Winkel gleich gross ist. Die Inversion ist also eine winkeltreue Abbildung.

Kapitel 3: Anwendung

Aufgabe 3.1: Da der Losungskreis kgsung beide Geraden beriihren, aber nicht schneiden
soll, muss der Mittelpunkt Miseung auf einer Parallelen m liegen, die in der Mitte der
beiden Geraden verlauft (siehe Abbildung 4.10). Sei d der Abstand von m zu den
Geraden. Dann gilt fiir den Radius rpssung des Losungskreises 71,ssung = d.

Da der Losungskreis auch den Kreis und nicht nur die Geraden beriihren soll, ist
der Abstand von Mpgssung zu M gleich der Summe der beiden Radien. Dies ergibt
T+ TLesung = T +d. Somit konnen wir einen Kreis um M mit Radius r + d konstruieren
und erhalten als Schnittpunkt mit m den Mittelpunkt des Losungskreises. Da wir den
Radius rpssung = d bereits kennen, konnen wir den Losungskreis sofort einzeichnen.

Beachten Sie, dass wir eigentlich zwei Schnittpunkte M ssung 1 Und Mpssung 2 €rhalten
und damit auch zwei Losungskreise.

Aufgabe 3.2: Damit c3 auf sich selbst abgebildet wird, muss nach Aufgabe 2.2 ¢3 senk-
recht auf den Inversionskreis stehen. Wir konstruieren also die Tangente von O an c3
und erhalten den Berithrungspunkt 7. Nun steht OT = r senkrecht auf M37T. Wir
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Losungen zu Kapitel 3

Abbildung 4.10: Konstruktion des Losungskreis

zeichnen den Kreis um O mit Radius r» und erhalten den gesuchten Inversionskreis
k(O,r) (siehe Abbildung 4.11).

Abbildung 4.11: Konstruktion des Inversionskreises und der Bilder ¢}, ¢, ¢}

Da die Kreise ¢; und ¢y durch O verlaufen, werden sie nach Aufgabe 2.2 auf Geraden
abgebildet. O liegt als Beriithrungspunkt auf der Geraden durch M, M, welche die
Kreise ¢; und ¢y halbiert. Die rechten Hélfte der Kreise werden symmetrisch zu den
linken Halften invertiert. Die Geraden ¢] und ¢, stehen deshalb beide senkrecht auf
My M, und sind also parallel.
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LOSUNGEN

Aufgabe 3.3: Wir konstruieren das Bild von ks, wie in Abbildung 4.12.

Abbildung 4.12: Inversion des Kreises ki ;... an k

Als erstes wihlen wir drei unterschiedliche Punkte A, B, C" auf ky ... und konstruieren
die zu ihnen inversen Punkte A, B, C" (in Bezug auf k). Da ki, ein Kreis ist, der
nicht durch O geht, ist sein Bild ebenfalls ein Kreis kpssung. Da A, B', C" auf diesem
Kreis liegen miissen, erhalten wir kg ssung, indem wir den Umkreis des Dreiecks AA'B'C’
konstruieren.

Lemma 4.1 Die Spiegelung eines Losungskreises ks, an die Kreise |, ¢y, ¢y am
Inversionskreis k(O, ) ergibt einen Lésungskreis krgssung an die urspriinglichen Kreise
c1, o und cs.

Aufgabe 3.4: Wir beweisen Lemma 4.1.

Beweis ki, ist ein Kreis, der nicht durch den Mittelpunkt O des Inversionskreises
verlduft. Damit wird kg, nach Aufgabe 2.2 wiederum auf einen Kreis abgebildet.
Wir nennen diesen Kreis krssung-

Annahme: kissn, und c; haben zwei oder mehr Schnittpunkte Py, P, . ..

Dann liegen die invertierten Punkte P/, P; sowohl auf dem Losungskreis Af g, als
auch auf ¢j. Dann haben aber kj;,,, und ¢} zwei Schnittpunkte. Dies kann aber nicht
sein, da ks, nach Konstruktion als Losungskreis genau einen Beriihrpunkt an ¢

hat. Widerspruch. 7

Dasselbe Argument kénnen wir auch fiir die Kreise ¢1, co und auch fiir 0 Punkte anstatt
2 Punkte durchfiihren. Deshalb muss kpssung je genau einen Berithrpunkt an ¢;, ¢ und
c3 aufweisen. O
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Aufgabe 3.5: Erkldrungen zu den einzelnen Schritten:

Schritte 1-7 Wir verdndern die Radien rq, 7y der Kreise ¢; und ¢, je um 0 und zwar

so, dass sich die beiden Kreise berithren. Der Radius r3 wird ebenfalls um ¢ ange-
passt. Dies ist aus folgendem Grund méglich:
Finden wir einen Losungskreis zu den angepassten Kreisen, so kénnen wir den
Losungskreis ebenfalls um 6 verandern und erhalten einen Losungskreis an die ur-
spriinglichen Kreise. Im Applet werden die Radien vergrossert, durch Anpassung
der Radien im Applet ist aber auch der Fall einer Verkleinerung denkbar.

Schritte 8-9 Konstruktion des Inversionskreises analog zu Aufgabe 3.2.
Schritt 10 Inversion der vergrosserten Kreise analog zu Aufgabe 3.2.

Schritte 11-16 Konstruktion des ersten Losungskreises k1’ an die invertierten Kreise
analog zu Aufgabe 3.1.

Schritt 17 Inversion des ersten Losungskreises k1'.
— Losungskreis k1 an die urspriinglichen, aber noch um ¢ veranderten Kreise.

Schritte 18-19 Konstruktion des zweiten Losungskreises k2’ an die invertierten Krei-
se analog zu Aufgabe 3.1.

Schritt 20 Inversion des zweiten Losungskreises k2’
— Losungskreis k2 an die urspriinglichen, aber noch um § verdnderten Kreise.

Schritte 21-24 Anpassung der Radien der Losungskreise k1, k2 um 4.
— Losungskreise Frssung 1 Und Arssung 2-
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